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Streszczenie

Przeklad przewodnika Integer multiplication, illustrated Rohana Aruna (https://github.
com/rohanarun/integer-multiplication-illustrated), objasniajacego oryginalna argumen-
tacje z 24 rysunkami, przykladami obliczeniowymi i wyraznym rozréznieniem miedzy twierdze-
niami zrédla, rachunkami pogladowymi i warunkowymi interfejsami dowodu. Wedtug noty au-
tora objaénienia i rysunki przygotowano przy istotnej pomocy OpenAl Codex. To nie jest nowy
dowdd ani oficjalna rewizja pracy zrédlowej. Wynik OpenAl nie przeszed! jeszcze niezaleznej
recenzji.

Licencja: Apache 2.0. Zmiany wzgledem oryginatu: przeklad tekstu i etykiet rysunkéw;
dodany stowniczek polsko-angielski. Wersja internetowa z widzetami interaktywnymi: https:
//armum.eu/posts/mnozenie-liczb-calkowitych-1-problem-i-splot/.
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Zacznij od problemu, nie od symboli

Podstawy Przy pierwszym czytaniu wystarczy zwykta arytmetyka.

Masz dwa dhugie ciagi cyfr dwdjkowych i chcesz poznaé ich dokladny iloczyn. Pytanie badawcze
dotyczy tego, jak rosnie potrzebna praca, gdy ciagi staja sie coraz dluzsze. Nie chodzi o to, czy
mnozenie jest w ogdle mozliwe, i nie jest to obietnica, ze nowy program jutro przedcignie twdj
kalkulator.

Pomysl o trzech rachunkach. Jeden ptacisz za taczenie liczb, drugi za przesuwanie wlasciwych
kawalkow obok siebie, a trzeci za upewnienie sie, ze wynik koncowy jest dokladny. Praca proponuje
spos6b, by obnizy¢ dwa pierwsze rachunki jednoczes$nie, nadal ptacac trzeci. Ilustracje ponizej
pokazuja rzeczywiste Sciezki danych: lewy rysunek zmienia miejsce przechowywania rekordéw, a
prawy laczy pary rekordéw taczonych na kolejnych poziomach transformaty.

Przenies rekordy do partneréw tacz pasujace wartosci w warstwach motylkdw
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Rys. 1. Dwa odrebne zadania w szybkim mnozeniu. Po lewej: rekordy trzeba ustawi¢ w uzytecznej
kolejnosci. Po prawej: oSmioelementowa sie¢ motylkéw na kazdym poziomie taczy elementy rézniace sie
jednym bitem adresu. To mate ilustracje struktury, a nie ogromny uktad z pracy.

Tlustracja: Rohan Arun (Apache 2.0), etykiety przetlumaczone.

Czym jest bit? Bit to zero albo jedynka. W systemie dziesietnym kolejne miejsca to jednosci,
dziesiatki, setki. W dwéjkowym: jedynki, dwojki, czwérki, 6semki. Zatem dwdjkowe 1011 oznacza
1-84+0-441-241-1=11. To wejscie ma cztery bity. Praca oznacza przez n dlugos¢ w bitach,
a nie wartos¢ liczby. Wiodace zera sa dozwolone: 0011 tez jest wejéciem czterobitowym, cho¢ jego
wartos$¢ to trzy.

Co liczy logarytm? Dla poteg dwdjki log, n liczy, ile podwojenn prowadzi od jedynki do n.
Poniewaz ciag 1, 2, 4, 8, 16 to cztery podwojenia, log, 16 = 4. Rozréznienie miedzy n a log, n jest
kluczowe. Gdy ciag bitéw wydluza sie dwukrotnie, n sie podwaja, a log, n ro$nie zaledwie o jeden.

Co znaczy wzdr na czas dzialania? Mnozenie szkolne zestawia kazda z mniej wiecej n cyfr
z mniej wiecej n innymi, co daje okoto n? elementarnych iloczynéw cyfr. Bardziej wyrafinowane
algorytmy unikaja liczenia wszystkich tych par osobno. Ograniczenie w rodzaju O(nlogn) méowi,
7€ pOwyzej pewnego progu praca wynosi co najwyzej pewna stala razy nlogn. Nie okreéla ani tej
statej, ani progu, ani liczby sekund na konkretnym komputerze.
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Poréwnuj ksztatty, a nie zmierzone sekundy Pogladowa oszczednos$¢ k = 1/4: stosunek b~/4
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Rys. 2. Tempa wzrostu trzeba oglada¢ we wladciwej skali. Po lewej: 0§ pionowa to logarytm wartosci
wzoru, wiec wartosci réznigce sie wyktadniczo mieszcza si¢ na jednym wykresie. Po prawej: podzielenie
pogladowego, ulepszonego wzoru przez nlog,n odstania jego wolniejszy wzrost. Oszczednosé 1/4 jest
celowo na tyle duza, zeby byla widoczna; oryginalna praca uzywa 282, Zaden panel nie jest pomiarem
programu mnozacego.

Tlustracja: Rohan Arun (Apache 2.0), etykiety przetlumaczone.

Dwa sposoby czytania. Przy pierwszym czytaniu idz za przykladami, rysunkami i ramkami
,Co zabra¢ dalej”. Buduja one stownictwo, zanim uzyje go techniczny wywdd. Przy drugim czyta-
niu przeczytaj réwnania, a potem odpowiadajace im oryginalne dowody w wydaniu rozszerzonym.
Zrozumienie, dlaczego elementy do siebie pasuja, to inny cel niz sprawdzenie kazdego twierdzenia.
Przewodnik stuzy pierwszemu celowi i wskazuje droge do drugiego; nie zamienia pelnego dowodu
w elementarng arytmetyke.

Szybki sprawdzian. Jesli wejicie rosnie z 16 do 32 bitéw, n si¢ podwaja, a logy n rosnie z
czterech do pieciu. Wartosé liczby wejSciowej moze by¢ nieporéwnanie wigksza niz 32. Trzymanie
tych trzech wielko$ci osobno zapobiega wielu pdzniejszym nieporozumieniom.

Co zabraé dalej. Praca prébuje zaoszczedzié odrobine pracy na ogromnej liczbie skal. Zeby ja
zrozumieé, $ledz zaréwno arytmetyke, jak i ruch danych.

Pytanie, twierdzenie i jak to czytaé

Technika Zacznij tutaj; znajomo$¢ analizy Fouriera nie jest potrzebna.

Mnozenie wydaje sie sprawa zamknieta, kiedy uczymy sie go w szkole. Liczba elementarnych
krokéw potrzebnych do pomnozenia dwoch niezwykle dtugich ciagéw dwdjkowych to jednak zupet-
nie inne pytanie. Dlugo$é¢ wejscia to liczba bitow, a nie wartos¢ liczbowa. Liczba o milionie bitéw
jest jednym wejsciem dlugosci miliona; to, ze jej wartos¢ moze byé bliska 21900000 niczego w tej
dlugoéci nie zmienia.

Omawiany tu manuskrypt to praca OpenAl Integer multiplication below nlogn z 23 wrzeénia
2026 roku, w wersji ze zrédlowego commitu adc7f1241b42e322a6451854ab7edbdc146bf78a. Po-

daje ona pesymistyczne ograniczenie

T(n)= O(n(lgn)k”), o= 27182,

Tutaj lgn = max{[logyn],1}. Maszyna musi zwréci¢ dokladny iloczyn dla kazdego wejscia,
takze dla wejs¢ z wiodacymi zerami. Model maszyny uzywa ustalonego skonczonego alfabetu i
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ustalonej skonczonej liczby jednowymiarowych taém. Odczyt, zapis i przesuwanie danych kosztuja
czas.

Co to wydanie ustala, a czego nie. Oryginalny tekst formuluje swéj wynik jako twierdzenie.
To wydanie objasnia argumentacje, ale nie potwierdza niezaleznie jej poprawnosci. Repozytorium
spotecznosci traktuje swoje ulepszenia jako warunkowe, zalezne od oryginalnej konstrukcji oraz za-
chowanych interfejséw implementacyjnych i analitycznych. To rozréznienie jest wazne: sprawdzenie
doktadnej skonczonej sieci albo listy nieréwnosci wymiernych nie dowodzi samo w sobie, ze jedna
maszyna tasmowa realizuje caly algorytm w deklarowanym czasie dla wszystkich rozmiaréw wejscia.
Twierdzenia oryginatu pozostaja w pelnym wydaniu tekstem zrédtowym i przewodnik nie przedsta-
wia ich jako nowych wynikéw. To niezaleznie przygotowane wydanie objasniajace, a nie oficjalna
rewizja ani rekomendacja OpenAl.

Dlaczego malenki dodatni wykladnik ma znaczenie. Pomijajac na chwile state, podzielmy
proponowane ograniczenie przez nlog, n. lloraz to (logy n) ™", ktéry dazy do zera dla kazdego usta-
lonego « > 0. To rozréznienie asymptotyczne, cho¢by k byto nie wiadomo jak mate. Nie jest to
zapowiedz uzytecznego przyspieszenia na komputerze. Nawet sprowadzenie tego wyidealizowanego
stosunku do 1/2 wymaga

(logyn)™ = 2, logy n = 2V/%, n=22"

Przy x = 27182 to niewyobrazalna skala. Nieznane stale, progi i rzeczywista implementacja
sprawiaja, ze praktyczne poroéwnanie jest jeszcze trudniejsze. Wieksze x oznacza lepsza oszczednosé
w wykladniku, a nie taka sama procentowa poprawe zmierzonego czasu dzialania.

Argumentacja w jednym akapicie. Zamienn mnozenie cyfr na splot. Za pomoca transformat
zamien splot na mniejsze iloczyny punktowe. Spraw, zeby dwa kosztowne sktadniki staly sie tan-
sze: przestawianie adreséw przechowywanych danych i wykonywanie wielu dwupunktowych krokéw
transformaty. Oba ulepszenia biora sie ze skonczonych sieci liniowych, ktérych posrednie reprezen-
tacje dobrano starannie. Udowodnij oszczedno$é rekurencyjna po wliczeniu kazdej roli pomocniczej
i kazdej zmiany reprezentacji. Nastepnie pokaz, ze uktady danych, przeprébkowanie, precyzja i
doktadne odtworzenie wyniku mieszcza sie w tym samym koncowym ograniczeniu.

Droga przez wydanie rozszerzone. Nowe rozdzialy podstaw wprowadzajg kazde potrzebne
pojecie na konkretnym przyktadzie, zanim pojawi sie ono w czeéci technicznej. Najpierw przeczy-
taj przyktad z cyframi i objaénienie dotyczace tasm. Potem odtwarzanie rejestru pomocniczego,
wspoélne ramy i rekurencje — one wyjasniaja, skad bierze sie proponowana oszczednosé. Przyklady
z motylkami i wielomianami pokazuja, co te oszczedno$é zjada. Ostatnie rozdzialy ttumacza, dla-
czego porzadkowania i zaokraglania nie mozna zostawi¢ na koniec. W pelnym wydaniu kazde dodane
objasnienie poprzedza oryginalny material techniczny, ktéry oswietla. Numeracja sekcji, réwnan,
twierdzen i rysunkéw oryginatu jest zachowana.

Co zabrac¢ dalej. Gléwne pytanie brzmi: czy cate obliczenie, tacznie z ruchem danych i doktadnym
odtworzeniem wyniku, moze zaoszczedzi¢ dodatnig potege logn?

Zrédlo i atrybucja. Oryginalna praca i jej bibliografia sa zachowane na licencji Apache 2.0
w dotaczonym pakiecie zZrodlowym. Jej czesé historyczna przypisuje zashugi m.in. Schénhagemu i
Strassenowi, Harveyowi i van der Hoevenowi, Nussbaumerowi i Quandalle’owi. Repozytorium Croc-
Swap osobno zachowuje wkiad spotecznosci. Nowe objasnienia, rysunki i sprawdzenia przykladow
w tym wydaniu przygotowano z pomocg OpenAl Codex 12 pazdziernika 2026 roku. Zrédlo jest
zamrozone; ten dokument nie jest biezacym rankingiem rekordéw.
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Zobacz dokladnie, ktore iloczyny cyfr sie sumuja

Podstawy Splot bez nowej maszynerii.

Kazdy sktadnik mnozenia pisemnego ma swoje miejsce docelowe. W 23 x 14 iloczyn 3 x 4 trafia
do jednosci. Zaréwno 3 x 1, jak i 2 x 4 trafiaja do dziesiatek, bo jeden czynnik w kazdym z tych
iloczynéw jest cyfra dziesiatek. Wreszcie 2 x 1 trafia do setek. Kolory przekatnych w siatce wskazuja
te miejsca docelowe.

Ten sam kolor = ta sama pozycja wyniku » Dodaj wzdtuz kazdej kolorowej przekatnej
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Rys. 3. Splot to dodawanie wzdluz przekatnych o tej samej pozycji. Dwie turkusowe komorki wnosza 3
i 8 do tego samego wspdlczynnika, co daje 11. Lista wspdlczynnikéw przed przeniesieniami to [12,11,2].
Komérka to konkretny iloczyn cyfr, a nie ogélny etap algorytmu.

Tlustracja: Rohan Arun (Apache 2.0), etykiety przetlumaczone.

Ponumeruj pozycje cyfr od zera. Cyfra na pozycji ¢« pomnozona przez cyfre na pozycji j trafia
na pozycje i+ j, bo 10°107 = 10°t7. Na tym polega cala reguta ,,dodawaj iloczyny o tej samej sumie
pozycji”. Nazwa splot oznacza wlasnie te regule. Dziala ona tak samo w systemie dwdjkowym i w
kazdej innej podstawie.

Po co przechodzié do wielomianu? Zastap podstawe dziesie¢ zmienng z. Oba wejscia staja
sie wielomianami A(x) = 3+ 2z i B(x) = 4+ z. Ich iloczyn jest kwadratowy: mozna go zapisaé jako
C(x) = co + c17 + c22? 7 trzema nieznanymi wspélezynnikami. Dla 2 = 10 musi daé iloczyn liczb
catkowitych. Ale dziesieé to niejedyny przydatny punkt, w ktérym mozna go obliczyé. Latwiejsze
punkty prébkowania moga ujawnic¢ jego wspoélczynniki.
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Oblicz oba wejscia w tych samych punktach Trzy iloczyny wyznaczaja ten tréjmian kwadratowy
— A(X) =3+ 2x 30 -
5.~ B(x) =4 + x
25 A
4- x
& 20 -
3 &
<
% 3 c 15,
= R
193
2- 2 10-
1- 57
-1,0 -0,5 0,0 0,5 1,0 -1,0 -0,5 0,0 0,5 1,0
Punkt prébkowania x Punkt prébkowania x
Rys. 4. Najpierw policz wartosci, potem odtwoérz wspoélczynniki. W punktach x = —1,0,1 iloczyny

wartosci wejs¢é wynosza 3, 12 i 25. Przez trzy rézne punkty przechodzi dokladnie jeden wielomian stopnia
co najwyzej drugiego. Krzywe to te konkretne wielomiany, a nie metafora transformaty.
Tlustracja: Rohan Arun (Apache 2.0), etykiety przetlumaczone.

W zerze C(0) = ¢cp = 3 x 4 = 12. W jedynce C(1) = 5 x 5 = 25. W minus jedynce C(—1) =

1 x 3 = 3. Zatem
co = 12, 01 = 25;3 =11, o = 2513

Odjecie dwdch ostatnich réwnan wyodrebnia wyraz z nieparzysta potega, a ich dodanie — wyrazy
z parzystymi potegami. Obliczenie w dziesieciu daje teraz 12 + 11 -10 4 2 - 100 = 322.

Gdzie ten przyklad sie konczy. Ten malenki przyktad interpolacji to nie szybki algorytm
z pracy. Pokazuje tylko, dlaczego schemat ,oblicz wartosci, pomnéz odpowiadajace sobie warto-
$ci, odtworz wspotczynniki” w ogdle moze dziataé. Dla ogromnych wej$é samo obliczanie wartosci
i odtwarzanie musza by¢ szybkie i dobrze kontrolowane. Transformaty Fouriera wybieraja silnie
ustrukturyzowane punkty prébkowania, dzieki czemu te kroki moga dzieli¢ sie praca. Kolejny roz-
dzial podstaw (w czesci 2) wyjasnia, jak wygladaja ich wzorce.

—12=2.

Co zabrac¢ dalej. Splot grupuje iloczyny trafiajace na to samo miejsce. Transformata daje inny
spos6b obliczenia tych samych wspoélczynnikéw, ale nie zmienia iloczynu.

Od mnozenia pisemnego do splotu

Technika Kompletny maly przyktad.

Zapisz liczbe calkowita w podstawie B jako ag + a1B + -+ + a,_1 B¢ 1. Cyfry sa wymienione
od najmniej do najbardziej znaczacej. W objasnieniu przyjmijmy B = 10; praca uzywa potegi
dwdjki, zeby podzial na cyfry byt operacja dwojkowa. Wprowadz zmienng formalng x i utwérz
A(x) =3, a;z’. Wtedy oryginalna liczba to dokladnie A(B).

Dla dwoch wejsé wspotezynniki iloczynu wielomianéw spelniaja

A(z)B(x) = chmk, ck = Z ab;.

k it+j=k
Drugi wielomian wejsciowy oznaczamy tu B(z); samo B bez nawiasu wciaz oznacza podstawe.
Suma definiujaca ¢ to wlasnie splot. Grupuje iloczyny cyfr o tej samej wartosci pozycyjnej. W
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odroznieniu od cyfr wspotezynniki ¢, moga przekraczaé podstawe. Naprawiaja to przeniesienia,
wykonane juz po obliczeniu wspétczynnikéw.

Znane mnozenie pisemne 16 Splot + jedno przejscie przeniesien
2 3 mmm \Wspotczynnik splotu
14 B Przeniesienie z nizszej pozycji

12 + 0 - cyfra 2 11 + 1 - cyfra 2

x 14

92
230

322 2

0

=
N

=
o

(o))

Y

Przed przeniesieniem
(o)

2+ 1-cyfra3

Jednosci Dziesiatki Setki

Rys. 5. Jedno mnozenie, trzy reprezentacje. Lista wspoélczynnikéw [12,11,2] odpowiada potegom

20, 21, 22. Przeniesienie przechodzi z nizszych pozycji na wyzsze. Wynik to 322.

Tlustracja: Rohan Arun (Apache 2.0), etykiety przetlumaczone.

Dla 23 - 14 wspétczynnik przy x wynosi 31+ 2 -4 = 11. Na pozycji zero liczba 12 zapisuje
cyfre 2 i przenosi 1. Pozycja pierwsza dostaje 11 + 1 = 12, znowu zapisuje 2 i przenosi 1. Pozycja
druga dostaje 2 + 1 = 3. To zwykle mnozenie, tylko inaczej zorganizowane — na razie bez zadnych
przyblizen.

Skad biora sie transformaty. Dla odpowiedniej transformaty F' splot mozna odtworzyé¢ z
iloczynow odpowiadajacych sobie elementéw transformat. Obliczenie dwoch wielomiandéw w wielu
pierwiastkach z jedynki, pomnozenie tych wartoéci i transformacja odwrotna zastepuja mnodstwo
iloczynéw krzyzowych ustrukturyzowanymi dodawaniami i iloczynami punktowymi. Zysk zalezy
od tego, czy transformaty da sie tanio obliczy¢ i tanio utozy¢ ich dane wejsciowe. Transformaty w
pracy sa znormalizowane, wiec znane czynniki skali trzeba przywrocié; hasto ,,transformuj, pomnoz,
odwroé” te czynniki ukrywa.

Dlaczego potrzebne jest dopelnianie zerami. Splot cykliczny (kolowy) traktuje pozycje
modulo dlugosé S. Wklad na pozycji S zawija sie wtedy na pozycje zero. Algebraicznie to wy-
godne, ale zepsutoby iloczyn liczb catkowitych. Dla stopnia co najwyzej 2¢ — 2 wybranie S > 2¢q — 2
i wypelienie nieuzywanych miejsc zerami zapobiega niezerowemu zawinieciu. Oryginalne sktada-
nie wyniku dowodzi, ze wybrany iloczyn wzdtuz osi o dtugoéciach pierwszych ma wystarczajaca
pojemnosé. Ogranicza tez kazdy wspotczynnik, zanim wybierze precyzje do jego przechowania.

Co zabrac¢ dalej. Trudne zadanie polega teraz na tym, zeby wszystkie wspotczynniki splotu poli-
czy¢ tanio i na tyle dokladnie, by odtworzy¢ liczby catkowite, a potem raz wykonaé przeniesienia.

Miejsca w oryginale: 00-introduction. tex; 08-assembly. tex, eq:capacity.


https://github.com/openai/math/blob/adc7f1241b42e322a6451854ab7e4b4c146bf78a/preprints/Integer-multiplication-below-n-log-n-September-23-2026/build/sections/00-introduction.tex
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Transpozycja macierzy to fizyczne przestawienie

Podstawy PrzesledZ wszystkie dziewieé rekorddow.

Odczytaj siatke 3 x 3 wierszami: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8. Teraz odczytaj ja kolumnami: 0, 3, 6,
1, 4,7, 2, 5, 8 Same rekordy sie nie zmienity. Zmienilo sie ich potozenie w strumieniu. Krzyzujace
sie $ciezki pokazujg doktadna permutacje, tacznie z rekordami, ktére zostaja na miejscu.

Tablica 3 x 3
Jedna gtowica przechodzi kolejne pozycje tasmy
0 i % Odczyt wierszami: 012345678
3 4 5

06 6 0 ® 0 & © © o

Odczyt kolumnami: 036 |147]|258

Rys. 6. Geometria jednego konkretnego przeniesienia danych. Kolory oznaczaja oryginalne wiersze, a
kazdy ponumerowany rekord jest polaczony ze swoim miejscem docelowym. Strzatka u gory przedstawia
glowice tasmy przesuwajaca sie po kolejnych pozycjach. Glowica nie moze teleportowaé sie do nastepnego
potrzebnego rekordu.

Tlustracja: Rohan Arun (Apache 2.0), etykiety przetlumaczone.

Program komputerowy moze zapisa¢ nowy wzoér indeksowania w jednej linijce. To jednak nie
dowodzi, ze rekordy zostaly fizycznie przestawione w jednym kroku. W modelu maszyny z pracy
glowica przesuwa sie w jednym kroku o co najwyzej jedna komoérke tasmy. Duzy ruch danych trzeba
wiec zrealizowac i za niego zaplacié.

Dlaczego obliczenie moze pomdéc w permutacji. Dla pary bitéw trzy aktualizacje XOR
zamieniaja ich wartosci:

r+—xXORy, y+ yXORz, z+ xXORy.

Dla stanu poczatkowego (x,y) = (1,0) kolejne stany to (1,0),(1,1),(0,1). XOR to dodawanie
modulo dwa: rowne bity daja zero, rézne daja jedynke. Wartosci posrednie sg kombinacjami, a mimo
to wynik koncowy jest czysta zamiana. Duza konstrukcja réwniez uzywa posrednich kombinacji
liniowych, zeby uzyskaé¢ pozadana operacje na catej tablicy. Ta tozsamo$¢ dla dwoch bitéw wyjasnia
jedynie, ze jest to mozliwe; nie dowodzi szybkosci duzej konstrukcji.

Dwa znaczenia geometrii trzymaj osobno. Siatka przedstawia tu pozycje w tablicy. Pod-
przestrzenie i rzedy pojawiajace sie pdzniej przedstawiaja algebraiczne kierunki operatoréow dzia-
tajacych na takich tablicach. Rysunek krétkiej fizycznej Sciezki nie jest sam w sobie $wiadectwem
niskiego rzedu, a tozsamosé niskiego rzedu nie jest sama w sobie ograniczeniem czasu na tasmie.
Argumentacja potrzebuje precyzyjnego polaczenia miedzy nimi.

Co zabrac¢ dalej. Kolejnos¢ przechowywania jest czeécig problemu. Uzyteczne przestawienie trzeba
wykonaé prawdziwymi krokami, a nie sama zmiana nazw indeksow.
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Dlaczego przesuwanie danych jest czeScia matematyki

Technika Do przeczytania przed sekcja o modelu maszyny.

Wyobraz sobie dtugi rzad ponumerowanych pudetek i glowice, ktoéra przesuwa sie o jedno pu-
detko na krok. Numer to adres pojeciowy; maszyna nie dostaje darmowego dostepu swobodnego
tylko dlatego, Ze na papierze mozemy napisa¢ Afi, j]. Tablica wielowymiarowa zostaje splaszczona
do jednego uporzadkowanego strumienia. W porzadku leksykograficznym najszybciej zmienia si¢
ostatnia wspélrzedna. Dla tablicy 2 x 3 kolejnos¢ to

(0,0),(0,1),(0,2),(1,0),(1,1),(1,2).

Przejscie na odwrotna kolejnos¢ wspotrzednych przestawia rekordy. Na tej maszynie koszt obej-
muje doprowadzenie ich na te pozycje.

Rola to miejsce w ukladzie; wiersz to blok danych. Skonczona sie¢ ma W rél, liczac
zaréwno role danych, jak i role pomocnicze. W wezle rekurencji kompletne wiersze sa rozdzielane
miedzy nie cyklicznie. Wiersz zawiera caly sufiks aktywnych pdl adresu. Dzigki tej kompletnosci
kazda rola widzi ten sam lokalny zbiér adreséw. Po odpowiednim dopetnieniu kazda rola dostaje
dokladnie utamek 1/W logicznej objetosci.

Cate wiersze s rozdawane cyklicznie; kazdy zachowuje caty sufiks adresu

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
0 3 6 9 1 4 7 10 2 5 8 11
Rola 0: 4B = V/3 Rola 1: 4B = V/3 Rola 2: 4B = V/3

12 wierszy x B bitéw = tacznie V bitéw. Wszystkie trzy strumienie rél majg zgodny ksztatt lokalny.

Rys. 7. Podzial objetosci, ktéry napedza rekurencje. Kazdy pogladowy wiersz ma B bitéw. Dwanascie
wierszy daje V = 12B; trzy strumienie rél maja po 4B. Prawdziwa praca uzywa znacznie wiekszych
ustalonych sieci.

Tlustracja: Rohan Arun (Apache 2.0), etykiety przetlumaczone.

Dlaczego liczymy takze role pomocnicze. Zal6zmy, ze liczylibyémy tylko uzyteczne wiersze
wyniku, zapominajac o pamieci roboczej. Konstrukcja mogtaby wtedy wyglada¢ na tania tylko dla-
tego, ze ukrywa duza ilos¢ danych tymczasowych. W w sieci liczy wszystkie role. Role pomocnicze
moga zawieraé dowolne istniejace dane, bo uktad skalarny przywraca ich zawartosé¢. Nie zakla-
damy, ze sa darmowa, wyzerowana pamiecia. Pdzniejsza operacja na tablicy w ramie musi dziataé
poprawnie takze na tych rolach.

Objetosé¢ logiczna nie zwalnia z liczenia kopiowania. V' oznacza objetos¢ danych, ktéra
normalizuje si¢ wywolanie rekurencyjne. Fizyczne kopie, dopetnianie, aktualizacje licznikéw, po-
wroty glowicy i sprzatanie wciaz zajmuja czas. Sa wliczane jako narzut. Gdy aktywne jest dziecko,
harmonogram z pracy ,parkuje” strumienie rodzica i przywraca je po powrocie. Deklarowany ra-
chunek wymaga, by nie przechodzié¢ wielokrotnie przez wszystkich zaparkowanych przodkéw.
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Ustalona maszyna wcigz moze obslugiwaé rosnace deskryptory. Diugosci wejécia, dtu-
gosci osi 1 stany wywotan sg przechowywane jako dane. Liczba tasm i alfabet nie moga rosngé¢ wraz z
n. Dlatego dowdd dotyczacy skonczonego uktadu jest tylko jednym sktadnikiem: trzeba go przenie$é
na jednolite operacje na strumieniach z jawnie policzonym kosztem obstugi tych deskryptoréw.

Co zabra¢ dalej. Sledz zaréwno liczbe wywolan rekurencyjnych, jak i ilo$¢ danych przetwarzanych
przez kazde wywotanie. Oszczedno$é w jednym moze zniknaé, jesli zle policzysz drugie.

Miejsca w oryginale: 02-streams. tex, lem:elementary-streams.

Wektory, rzad i rama, ktérag mozna narysowac

Podstawy Geometria stojaca za technicznym stownictwem.

Wektor moze by¢ tak prosty jak para liczb, na przyklad (1,2). Narysuj go jako strzatke od
poczatku uktadu do tego punktu. Dodawanie wektoréow dodaje ich wspotrzedne. Mnozenie przez
liczbe skaluje strzatke. Podprzestrzen to zbiér zamkniety na te dzialania: przykladem jest prosta
przechodzaca przez poczatek uktadu, a innym cata ptaszczyzna.

Macierz to regula laczenia wspotrzednych wejscia we wspolrzedne wyjscia. Jej kolumny moéwia,
dokad trafiaja podstawowe kierunki wejsciowe. Jedli kazde wyjscie lezy na jednej prostej, istnieje
tylko jeden niezalezny kierunek wyjscia, nawet gdy macierz ma wiele niezerowych elementéw. Ta
liczba niezaleznych kierunkow to jej rzad.

Rzad 1: dwie strzatki, jeden niezalezny kierunek Rzad 2: dwa niezalezne kierunki

2,5 - 2,5-

20- v2 =(2,2) 2.0-

1,5- 15-

10- =(1,1) 10- sz =(0,1)

0,5 - 05-

0,0 0,0 p V1=10

00 05 1,0 15 20 25 30 00 05 1,0 15 20 25 30

Rys. 8. Licz niezalezne kierunki, a nie strzalki. Po lewej (2,2) to dwukrotnosé (1, 1): obie strzalki leza
na jednej prostej. Po prawej zadna wielokrotnosé (1,0) nie daje (0,1): potrzebne sa oba kierunki. To
odpowiednio rzad jeden i rzad dwa.

Tlustracja: Rohan Arun (Apache 2.0), etykiety przetlumaczone.

(G2 G

maja rzedy jeden i dwa. Pierwsza ma cztery niezerowe elementy, ale nizszy rzad. Dla pierwszej
macierzy wejscie (s,t) daje (s + 2t,s + 2t), zawsze na prostej przekatnej. Druga moze daé kazdy

Macierze
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punkt plaszczyzny. Dlatego liczenie elementéw macierzy przeoczytoby oszczednosé, ktérej szuka
praca.

Rama (ang. frame) to spéjna regula reprezentacji. Niech D obraca kazdy wektor o ¢wieré
obrotu przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara. Wartosé logiczna (1,0) jest przechowywana jako
(0,1). Wartos¢ logiczna (0,1) jest przechowywana jako (—1,0). Suma przechowywanych wartosci
to (—1,1), czyli dokladnie obrét sumy logicznej (1,1). Oba wejécia uzywaly tej samej reguly, wiec
dodawanie zachowalo sens.

Dodaj x iy Obré¢ oba, potem dodaj Obrdé¢ tylko x: zta suma
2,5 2,5 - 2,5 -
(0,2)
2,0 - 2,0 - 2,0 -
A
1,5 A 1,54 1,54
(1, 1) (-1, 1)
1,0 - 1,0 - 1,0 A
A
0,5 - 0,5 - 0,5-
0,0 > 0,0 0,0
-0,5 - ‘ ‘ -0,5- ‘ ‘ —-0,5- ‘ |
-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1

Rys. 9. Mieszanie reprezentacji zmienia wynik. Niebieski i ztoty to dwa wejscia, turkusowy to ich suma.
Obrécenie obu wejsé daje obrécona poprawna sume. Obrécenie tylko pierwszego daje (0,2), co nie jest
zamierzonym obréconym wynikiem (—1,1). Nakladajace sie strzatki w prawym panelu celowo pokazuja
dwa réwne kierunki.

Tlustracja: Rohan Arun (Apache 2.0), etykiety przetlumaczone.

W pracy rama dziata na catej tablicy indeksowanej adresami, a nie tylko na wektorze o dwoch
liczbach. Obowiazuje to samo prawo liniowoéci. PéZniejszy rysunek z kafelkami 2 x 2 pokazuje
konkretng wersje tablicowa: obréé siatke adreséw kazdego wejscia, a potem dodaj odpowiadajace
sobie komorki. Otrzymasz obrécona sume.

Dlaczego zmiana ramy moze sie oplacaé. Jedna reprezentacja moze sprawic¢, ze tania
bedzie jedna bramka, a inna, ze tania bedzie nastepna. Algorytm moze sie miedzy nimi przetaczaé,
pod warunkiem ze placi za przetaczenie i konsekwentnie zachowuje interpretacje. Ramy na koncach
wyznaczaja zamierzona operacje konicowa; ramy posrednie dobiera sie tak, zeby suma kosztéw
przejéé byta mata. Prawdziwy dowod uzywa bardziej wyrafinowanych operatoréw niz obroty i jawnie
sprawdza ich rzedy resztowe.

Co zabraé¢ dalej. Rzad mierzy liczbe niezaleznych kierunkéw. Rama to odwracalna reprezentacja.
Wspdlne ramy zachowujg bramki liniowe; niepoliczone zmiany ram ukrywatyby prawdziwa prace.

Pozyczona pamieé¢ robocza i zmiana reprezentacji

Technika Do przeczytania przed dowodem dotyczacym skonczonej sieci.

Wspolpracuja tu dwie idee, ktére na poczatku wydaja sie niezwiazane. Po pierwsze, obliczenie
liniowe moze pozyczyé rejestr, nie znajac jego zawarto$ci, pod warunkiem ze usunie wplyw tej
zawartosci i jg przywrdéci. Po drugie, tablice moga by¢ reprezentowane w réznych uktadach wspét-
rzednych w réznych miejscach uktadu. Koszt zmiany reprezentacji moze by¢é mniejszy niz koszt
bezposredniego wykonania pozadanej operacji na calej tablicy.
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Przyklad odtworzenia w czterech krokach. Niech a bedzie dowolna warto$cia pomocnicza.
Zaczynajac od (z,y,a), wykonaj

Yy<~y—a, a<a+x, y<y-+a, a<a—x.

Stan koncowy to (x, y+z, a). Poczatkowe a znosi sie w rejestrze docelowym, a rejestr pomocniczy
wraca doktadnie do wartosci poczatkowej. To pogladowa tozsamo$¢ w pierécieniu z dodawaniem,
a nie proponowana implementacja pelnej sieci. W charakterystyce dwa zaréwno dodawanie, jak i
odejmowanie staja sie operacja XOR.

Pozycz rejestr z wartoscig 7: dodaj x = 3 doy = 5, a potem oddaj 7

12 - Rejestr pomocniczy wraca do 7

—@— Zrédto x
-@— Cely
=@ Pomocniczy a

Rzeczywista wartos¢ rejestru
N
‘
w 1'/ [, ]

4

—4 - T T T : :
Start yey-—a a<a+x yey+a a<a-—x

Rys. 10. Nieznane nie znaczy bezuzyteczne. Na wykresie rejestry startuja od x = 3, y = 5, a = 7.
Rejestr docelowy koriczy na osmiu, a zrédlo i rejestr pomocniczy wracaja do trzech i siedmiu. Tozsamosé
symboliczna powyzej wyjasnia, dlaczego dziata to dla dowolnych wartosci poczatkowych, a nie tylko dla
tego przebiegu.

Tlustracja: Rohan Arun (Apache 2.0), etykiety przetlumaczone.

Jak prawdziwa sie¢ wyodrebnia wlasciwe Zrédlo. Oryginalna konstrukcja indeksuje war-
tosci trojkami S, T' C [h]. Zbieranie przez wspéirzedne wspélne dla tréjek daje wspélezynnik zalezny
od |SNT|. Uklad boczny znosi niechciane wyrazy krzyzowe. W wersji bitowej wsp6tczynnik cen-
tralny to |SNT| modulo dwa: przecigcia rozmiaru zero i dwa juz znikaja, przeciecie rozmiaru jeden
zostaje zniesione, a samoprzecigcie rozmiaru trzy zostawia jedynke. Wypadkowa aktualizacja celu
to wiec ys < ys + xs. W wersji zespolonej wspdlczynnik centralny to (]S N T| — 1)/2; wyrazy
boczne znosza rézne od siebie przypadki przeciecia zero i dwa. W obu przypadkach harmonogram
odtwarzania rejestréw pomocniczych usuwa ich stare wartosci.

Trzy aktualizacje blokéw daja

(z,y) = (x,y +2) = (—y,y + ) = (—y, ).

To zamiana ze zmiang znaku; na bitach minus znika. Sama sie¢ nie wykonala jeszcze szybkiej
transformaty. Dostarcza algebraicznego rusztowania.

Co znaczy rama. Niech g bedzie tablica logiczng w jednej roli. Rama to odwracalny operator
liniowy D dzialajacy na elementach tej tablicy indeksowanych adresami. Przechowywana tablica to
Dg. Bramka punktowa natomiast taczy rézne role pod tym samym adresem. Dla bramki dodajacej
dwie role wspélna rama daje

Dgi + Dgs = D(g1 + g2)-

13
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To zwykla liniowos¢, ale wymaga tej samej ramy D przy kazdym wystapieniu tej bramki. Przy
niezwigzanych ramach D;, Dy pozadana tozsamosé nie zachodzi.

Wspdlng ramg moze by¢ obroét siatki adreséw o ¢wier¢ obrotu

Tablica A Tablica B A+B
1 2 5 6 6
3 4 -
D(A) D(B) D(A + B) = D(A) + D(B
2 4 6
1 3 5

Rys. 11. Diagram jest przemienny, bo rama jest wspolna. Kazdy panel to prawdziwa tablica 2 x 2. Dolny
rzad obraca siatke adresow gornego. Dodanie dwéch lewych dolnych tablic daje prawa dolna tablice, czyli
doktadnie obrét sumy z gérnego rzedu.

Tlustracja: Rohan Arun (Apache 2.0), etykiety przetlumaczone.

Miedzy wierzchotkami z ramami D, D, zmiana to D,D, 1. Przeéledzenie tego niezmiennika
przez caly uklad daje zrealizowany operator

Dout SQ Di;la

gdzie Sq to uklad skalarny zastosowany punktowo. Jesli uktad skalarny jest permutacja rol
ze znakami, kazda Sciezka widzi tylko swoje ramy konicowe i swéj znak skalarny. Ramy posrednie
znosza sie algebraicznie, ale ich fizyczne zmiany i tak trzeba oplacié. Tani dobér tych ram to
wlasciwy problem projektowy.

Dlaczego geometria ma znaczenie. Praca przypisuje wierzchotkom podprzestrzenie. Poréw-
nywalne sasiednie podprzestrzenie daja kierunki resztowe, ktérych wymiary licza mniejsze operacje.
Niski rzad oznacza mniej niezaleznych kierunkéw do zrealizowania. Macierz z wieloma niezerowymi
elementami moze mie¢ rzad jeden; na przyklad (}1) przenosi tylko jedna niezalezna kombinacje.
7Z kolei rzadka macierz jednostkowa ma pelny rzad. Rachunek zalezy wigc od rzeczywistych opera-
toréw resztowych, ich baz i wkltadéw koncowych, a nie od liczby widocznych bramek.

Uktad bitowy taczy skalary w Fy, uzywajac wymiernych etykiet podprzestrzeni dla operatordw
adresowych. Uklad zespolony taczy diadyczne skalary Gaussa, uzywajac dwojkowych etykiet pod-
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przestrzeni dla operatoréw fazowych. To dwa rézne zastosowania ciata; mylenie wartosci skalarnych
z etykietami adresé6w zaciemnia konstrukcje.

Co zabrac¢ dalej. Odtwarzanie sprawia, ze istniejace wiersze moga stuzy¢ za pamieé¢ robocza.
Wspolne ramy zamieniajg skalarna zamiane w operacje na tablicy. Rzedy resztowe wyceniaja zmiany
miedzy tymi ramami. Potrzebne sa wszystkie trzy wlasnosci.

Miejsca w oryginale: 03-motifs.tex, lem:scalar-motifs; eq:common-frame-identity.

Jak znoszg sie niechciane zrédta

Podstawy Czytaj wspdélezynniki, a nie tylko strzatki ukladu.

Uktad Zrédlowy tymczasowo laczy wiele wartosci. Wyzwanie polega na tym, zeby kazdemu
celowi zostawi¢ dokladnie to Zrodlo, ktore jest dla niego przeznaczone. Oryginalna konstrukcja
oznacza zrédto i cel zbiorami trzyelementowymi. Ich czesé wspdlna moze mieé¢ rozmiar zero, jeden,
dwa albo trzy. Dwa zbiory trzyelementowe maja trzy wspolne elementy tylko wtedy, gdy sa tym
samym zbiorem.

Na przyklad {1,2,3} i {3,4,5} maja jeden wspélny element, a {1,2,3} i {2,3,4} — dwa. Cen-
tralna cze$¢ konstrukeji zespolonej daje wspétezynnik (¢ — 1)/2, gdy przeciecie ma rozmiar ¢. Dla
czterech mozliwosci to kolejno —1/2,0,1/2,1. Wklady boczne znosza dwa niechciane przypadki
niezerowe. Wykres pokazuje oba wktady i ich sume.

Wersja zespolona: znoszenie niechcianych wyrazéw Wersja bitowa: arytmetyka modulo 2

1,5 ~ mEm \Wkiad centralny
mmm Korekta boczna
E Wspdtczynnik netto

o L0- Przeciecie Centralny Boczny XOR Netto
g 0 0 0 0
>

¥ 0,5- 1 1 1 0
5

% 2 0 0 0
= 0,0 - 3 (ten sam) 1 0 1

-0,5-
0 1 2 3 (ten sam)

Rozmiar przeciecia dwéch tréjek

Rys. 12. Przetrwa tylko wklad wlasny. Wspélczynniki zespolone to zwykte liczby ze znakiem. Kon-
strukcja bitowa uzywa arytmetyki modulo dwa, w ktorej 1 + 1 = 0; jej wklad boczny znosi przypadek
przeciecia rozmiaru jeden. Obie daja wspolczynniki netto 0,0,0, 1.

Tlustracja: Rohan Arun (Apache 2.0), etykiety przetlumaczone.

Dla celu oznaczonego S kazde inne zrédio T ma wiec zerowy wspotczynnik netto, a zrédio S
ma wspdlczynnik jeden. Cel dostaje dokladnie swoja warto$é, mimo ze wewnetrznie uzyto wielu
innych wartoéci. To mocniejsze niz sprawdzenie jednego wygodnego wejscia: opisuje wktad kazdego
zrédla do wyniku.

Gdzie wchodzi odtwarzanie pamieci roboczej. Tabela znoszenia dotyczy nowo wprowa-
dzanych wartosci zrédlowych. Sama nie usuwa dowolnych wartoéci, ktére juz byly w rejestrach
pomocniczych. Te wartosci poczatkowe znosi i zwraca osobny harmonogram odtwarzania. Dowod
w oryginale potrzebuje obu wlasnosci: poprawnego nowego wktadu i niezmienionych pozyczonych
danych. Wykres przebiegu rejestrow (rys. 10) pokazuje te druga wlasno$¢ na jednym malym przy-
ktadzie.
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Co zabraé¢ dalej. Zattoczona sie¢ moze realizowaé prosta funkcje, bo niechciane wspdtezynniki sie
znosza. Dowdd musi uwzglednié¢ kazdy wkilad, takze wartosci, ktére poczatkowo zajmuja pamieé
robocza.

Dlaczego wiecej wywotan moze oznacza¢ mniej pracy

Podstawy Licz rozmiar kazdego zadania, a nie tylko liczbe zadan.

Przypusémy, ze krok podwajajacy szerokos¢ wykonuje trzy mniejsze wywotania, kazde na po-
towie objetosci danych. Trzy wywolania brzmia gorzej niz dwa, ale nie oznaczajg trzech pelno-
wymiarowych zadan. Laczna odwiedzona objetosé to 3 - (V/2) = 1,5V. Na nastepnym poziomie
jest dziewieé wywolan po V' /4, tacznie 2,25V. Pola k6t w drzewie odpowiadaja tym malejacym
objetosciom.

Pole kota = objetos¢ jednego wywotania Wiecej wywotan, ale kazde mniejsze
—@— Naiwne podwajanie: 2/
1 wywotanie 30 - _e— tacznie odwiedzone: (3/2)
. po V/1 3
w 25-
0
]
@ 50 -
. z 20
. . . 3 wywotania o
po V/2 g 15 -
o
N
o
9 10-
3
9 wywotan
OOOOOOOCCPOJM © 5-
0- : ‘ ‘ ‘ ‘
0 1 2 3 4 5
Gtebokos¢ |

Rys. 13. Mnoznik wzrostu to liczba wywolan razy wzgledna objetosé. To pogladowe drzewo uzywa
m = 2, W = 2, s = 3. Pierwsze trzy poziomy odwiedzaja V', 1,5V i 2,25V . Prawy wykres poréwnuje
to z podwajaniem na kazdym poziomie. Wywolania moga wykonywaé sie po kolei i ponownie uzywaé
pamieci; taczna odwiedzona objetosé opisuje prace, a nie szczytowe zuzycie pamieci.

Tlustracja: Rohan Arun (Apache 2.0), etykiety przetlumaczone.

Po j poziomach jest 3/ wywotan, kazde na objetoéci V /27, Tloczyn daje V(3/2)/. Tymczasem
czynnik szerokoéci to 27. Zeby wyrazié prace jako potege szerokodci, rozwiaz 29 = 3/2. Daje to
q = logy(3/2), okoto 0,585, czyli mniej niz jeden. Odpowiadajacy temu pogladowy koszt rosnie
wolniej niz sama szeroko$c.

Co musi doda¢ prawdziwy dowdd. Drzewo liczy tylko pokazane wklady rekurencyjne. Praw-
dziwy algorytm w swoich weztach takze przeglada, kopiuje, uktada i odtwarza rekordy. Musi ogra-
niczy¢ ten narzut, obstuzy¢ szerokosci, ktoére nie pasuja dokladnie do drzewa, i zachowaé jeden
ustalony opis maszyny. Zrédlo rezerwuje w nieréwnosci rekurencyjnej ostry zapas na te zadania.
Jego liczbowa oszczedno$é jest znacznie mniejsza niz narysowana tutaj.

Pytanie kontrolne. A gdyby kazde z trojga dzieci rzeczywiScie przetwarzalo calg objetoéé
V? Mnoznik wynidsltby trzy, a nie 3/2, i ten argument nie pokonalby juz czynnika dwa. Dlatego
dzielenie przez W w pracy jest zobowiazaniem implementacyjnym, a nie kosmetyczng normalizacja.

Co zabrac¢ dalej. Rekurencja liczy prace wazona. Waga jest objeto$¢ danych kazdego dziecka,
lacznie ze skutkami wymaganego uktadu danych i pamieci roboczej.
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Jak skonczona oszczedno$¢ rzedu staje sie wykladnikiem

Technika Do przeczytania przed zamiang adresow.

Niech C(V, f) bedzie kosztem rekurencyjnym dla objetosci V' i parametru szerokosci f. Jedna
ze schematycznych rekurencji lezacych u podstaw argumentu to

C(V,mf) <sC(V/W, f)+O(V).

Pela praca uwzglednia warunki dotyczace uktadu danych i deskryptoréw; ten zapis wyodrebnia
samo zasadnicze skalowanie. Rodzic wywoluje s mniejszych operacji, kazda na strumieniu roli o
objetosci V /W. Podziel przez V i oznacz przez a(f) jednostajne ograniczenie kosztu na jednostke
objetosci. Wtedy

a(mf) < (s/W)a(f) +O(1).

Jedli a(f) zachowuje sie jak f9, jego wklad rekurencyjny skaluje sie o m?. Kluczowe poréwnanie
to wiec

s
— <mi <m, < 1.
W q

Koncowy dowdd uzywa nieréwnosci ostrych, zeby mozna bylto wchionaé narzut.

Podwojenie szerokosci mnozy koszt przez 1,5 Przewaga narasta na kazdej skali
210 - =@ Koszt liniowy wzgledem szerokosci > 1,0 -
E —@— Koszt pogladowy: f1°92(3/2) g
S s =
@ 27 £ 0,8-
Ke] N
p 3
g 20 206-
el 4 _ o
2 2 0,4
2 2
+ 22 i o
N 1 0.2
(]
4 3
20 4 pv4
| | | | | | 0,0 - | | | ‘ :
20 22 24 26 28 210 0 2 4 6 8 10
Szerokos$¢ f Liczba podwojen

Rys. 14. Male dzieci moga przewazy¢ duza liczbe wywotan. Wykres przedstawia pogladowa rekurencje
zm =2, W =2, s=3; nie jest to sie¢ z pracy ani pomiar czasu dzialania. Jej wyktadnik rekurencyjny
to log,(3/2) ~ 0,585.

Tlustracja: Rohan Arun (Apache 2.0), etykiety przetlumaczone.

Dlaczego s < Wm rozstrzyga sprawe. Szerokos¢ rosnaca m-krotnie normalnie kosztowataby
czynnik m. Wklad rekurencyjny rosnie natomiast o s/W. Jesli s = Wm, to poréwnanie nie daje
ostrej oszczednosci w potedze. Jesli s < Wm, wykltadnik mniejszy od jedno$ci moze leze¢ ostro
powyzej log,, (s/W). Zrédlo konstruuje dwie takie nieréwnosci: jedna dla zamiany adreséw i jedna
dla warstw numerycznych. Ich wymierne gérne wyktadniki nazywa 7 i o.

Malenki deficyt wciaz daje dodatnig luke. Zdefiniuj n = (Wm — s)/(Wm). Algebra daje

log(1 —n)

1 =1
og(s/W) =14 25—

Dla 0 < n < 1 logarytm w liczniku jest ujemny. Gdy n jest male, luka wynosi w przyblizeniu
n/logm. Przyblizenie pomaga intuicji; Zrédlo uzywa dokladnych wymiernych deficytéw i ostrych
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nierownosci wyktadniczych, zeby poswiadczy¢ wymierny wyktadnik. Oryginalny wybor to 7 = 0 =
1 —27°0 a nie wyraznie duza oszczedno$é z wykresu pogladowego.

Dlaczego icinanie latwiej zbudowaé niz zamiane. Scinanie adreséw (ang. address shear)
aktualizuje jeden blok kombinacja liniowa innego: (H, D) — (H+AD, D). Praca rozklada wymierna
macierz A rzedu a na dwa odwracalne czynniki tréjkatne i czeSciowa permutacje z a elementami
podstawowymi (ang. pivots). Aktualizacje tréjkatne tanio podazaja za porzadkiem tasmy. Kazdy
element podstawowy wymaga jednej mniejszej zamiany. Liczba kosztownych wywolan to wiec rzad a.
Odpowiednia ustalona nieparzysta liczba pierwsza sprawia, ze potrzebne wymierne wspotczynniki
i odwrotnosci majg sens modulo jej potegi. Przy przenoszeniu tozsamosci wymiernej na adresy
modularne nie mozna ignorowa¢ mianownikéw i odwracalnosci.

Mato efektowne warunki sa niezbedne. Prawdziwe szerokosci pél nie musza by¢ potegami
m. Liczby wierszy moga nie dzieli¢ sie przez W. Niektore uklady zawieraja miedzy aktywnymi
polami pola bierne. Kolejna sekcja zrodia usuwa te ograniczenia i ptaci za dopelnianie i sprzatanie.
Sama pogladowa rekurencja nie dowodzi tych zobowiazan implementacyjnych.

Co zabraé¢ dalej. Skonczone $wiadectwo dostarcza ostrego deficytu. Implementacja tasSmowa musi
zachowaé normalizacje V /W, zeby ten deficyt zamienil si¢ w oszczednosé w wyktadniku.

Miejsca w oryginale: 03-motifs.tex, eq:explicit-motsif-exponents; 04-swap.tex.

Co naprawde zmienia transformata

Podstawy Zastap liste warto$ci wagami prostych wzorcow.

Transformata to zmiana opisu. Wezmy cztery liczby [8,4,2,2]. Zamiast wypisywaé te wartosci
wprost, opisz je jako sume czterech prostych wzorcéw. Rysunek pokazuje kazdy wkiad i wynik.
Dodaj pierwszy punkt z kazdego z czterech pierwszych wykreséw: 4 +3 + 04+ 1 = 8. W drugim
punkcie: 4 + 0+ 1 — 1 = 4. Powtoérz to dla pozostalych pozycji, a dostaniesz dwa i dwa.

Srednia Wzorzec cosinusowy Wzorzec sinusowy Wzorzec naprzemienny Suma
8

7,5 - J

5,0-4 4 4 4 - 1 . 1 4
2 *—0o—o—0
\8 3
£ 25- 1 - 1 - < z
© 1 1 1
= 0 [ 0

0,0 T 1 T -

_2’5 - - - - i

0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3

Pozycja Pozycja Pozycja Pozycja Pozycja

Rys. 15. Te same cztery liczby w opisie przez wzorce. Srednia [4, 4, 4, 4], wkiad cosinusowy [3,0, —3,0],
wklad sinusowy [0, 1,0, —1] i wktad naprzemienny [1, —1, 1, —1] sumuja sie dokladnie do [8,4, 2, 2]. Linie
tacza cztery dyskretne prébki; to nie jest zmierzony dzwigk.

Tlustracja: Rohan Arun (Apache 2.0), etykiety przetlumaczone.

Dlaczego nazywaé je czestotliwogciami? Srednia nie oscyluje. Wzorce cosinusowy i sinusowy
przechodzg jeden pelny cykl na czterech pozycjach, z réznymi fazami poczatkowymi. Wzorzec
naprzemienny zmienia znak w kazdym kroku. W tej rzeczywistej bazie wzorcow wagi wynosza
4,3,1,1. To nie sa cztery zespolone wspotczynniki Fouriera w konwencji pracy; to rownowazny,
elementarny sposéb przedstawienia tych samych danych rzeczywistych.
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Gdzie pojawiaja sie liczby zespolone. Liczba zespolona to para wspolrzednych rzeczywi-
stych zapisana jako a+ib. Dodawanie dziala wspélrzedna po wspélrzednej. Reguta 2 = —1 sprawia,
ze mnozenie przez i obraca plaszczyzne o ¢éwieré okregu: (a,b) przechodzi w (—b,a). To wygodna
ksiegowosé¢ dla wzorcow oscylujacych; nie znaczy, ze liczby wejsciowe albo ich iloczyn sa urojone.

[
®
Mnozenie przez i:
obrét o ¢wier¢ okregu
-1 1 przeciwnie do ruchu
o o wskazoéwek zegara
®
—I

Rys. 16. Faza to potozenie na okregu. Mnozenie przez ¢ przechodzi cyklicznie przez 1,4, —1, —i, 1. Kazdy
punkt ma modul jeden. Cztery obroty to najprostszy widoczny przyklad pierwiastkéw z jedynki.
Tlustracja: Rohan Arun (Apache 2.0), etykiety przetlumaczone.

Dla czterech prébek zwykle, nieznormalizowane wspo6lezynniki Fouriera ciagu [8,4,2,2] to
[16,6 — 2i,4,6 + 2i] w konwencji z ujemnym wykladnikiem. Po podzieleniu przez cztery otrzy-
mujemy wersje znormalizowana [4; 1,5 — 0,5¢; 1; 1,5 + 0,51]. Srednia to cztery; sprzezone pary
zespolone koduja razem wklady cosinusowy i sinusowy. Nie musisz wyprowadzaé tych zespolonych
elementéw, zeby $Sledzi¢ reszte przewodnika, ale to rozréznienie wyjasnia, dlaczego czynnikéw skali
transformaty nie da sie¢ zgadnad.

Dlaczego to pomaga w mnozeniu. Przesuniecie listy zmienia faze kazdej czestotliwoéci w
prosty sposob. Splot sktada sie z wazonych przesunieé¢, wiec w opisie czestotliwodciowym staje sie
mnozeniem odpowiadajacych sobie sktadowych, z uwzglednieniem wybranej normalizacji. Trudna
praca polega na sprawnej zmianie opisu i doktadnym jej odwréceniu. Pelna praca dodaje starannie
dobrane uktady danych i reprezentacje wielomianowa, zeby poradzi¢ sobie z tymi kosztami.

Co znaczy tu iloczyn tensorowy. Najpierw zastosuj operacje na dwéch elementach do kazdej
poziomej pary w tablicy 2 x 2, a potem do kazdej pionowej pary. Zastosowanie tej samej operacji
osobno w obu kierunkach wspoétrzednych to jej dzialanie jako iloczynu tensorowego. Terminologia
staje sie zwiezla przy wielu osiach, ale znaczenie pozostaje to samo: ,wykonaj te operacje w kazdym
wybranym kierunku, trzymajac pozostate ustalone”.

Co zabrac¢ dalej. Transformata zmienia wspotrzedne, ktérymi opisujemy dane. Ustrukturyzowane
wzorce mogg sprawi¢, ze w tych wspolrzednych operacja staje si¢ tania.
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Najmniejszy krok transformaty, zastosowany na wielu osiach

Technika Do przeczytania przed jednoczesnymi warstwami motylkow.

Dwupunktowa znormalizowana transformata Fouriera (najmniejszy ,motylek” szybkiej trans-
formacji Fouriera) przeksztalca

Ho(u,v) = (

Pierwsze wyjscie zapisuje rednia, drugie réznice. Dla (u,v) = (6,2) wyjscia to (4,2). Oryginal
odzyskasz jako u = 4 + 2, v = 4 — 2. Czynnik 1/2 ma znaczenie: to nie jest nieznormalizowana
macierz Hadamarda ani macierz unitarna z czynnikiem 1/v/2.

u+v u—v
2 7 2 '

podziel przez 2
6 ® 4

Gataz gérna: (6 + 2)/2
Gataz dolna: (6 — 2)/2

podziel przez 2
2 e 2

Rys. 17. Przedledz dwie galezie arytmetyczne. Oba wejscia trafiaja do obu operacji. Galaz plus zwraca
cztery, a galaz minus dwa, po podzieleniu przez dwa. Wartosci to przyklad obliczeniowy, a nie poérednie
wartoéci z duzej sieci.

Tlustracja: Rohan Arun (Apache 2.0), etykiety przetlumaczone.

W przykladzie z dwiema osiami zacznij od czterech elementéw [8,4,2, 2] w porzadku adreséw
00,01, 10, 11. Zastosowanie Hj do sasiednich par daje [6,2,2,0]. Zastosowanie go wzdluz drugiego
bitu, czyli do par pozycji zero i dwa oraz jeden i trzy, daje [4, 1,2, 1]. To dzialanie Hy ® H.

Jesli kazde wejscie ma modul zespolony co najwyzej M, to kazde wyjscie réwniez: |u + v|/2 <
(lu| + |v|)/2 < M. Ukoniczona operacja jest wiec kontrakcja w normie maksimum. Zastosowanie
jej na kilku bitach adresu oznacza lgczenie w pary rekordéw rézniacych sie wybranym bitem, dla
kazdego ustawienia pozostalych bitéw. Naiwna implementacja wykonuje jedno przejscie przez cala
tablice na kazda wybrana o$. Proponowany algorytm warstwowy organizuje te operacje wspélnie.

Dlaczego praca tymczasowo uzywa innego jadra. Zdefiniuj X jako zamiane dwéch ele-
mentéw, S = diag(1,i), a = (1 +14)/2, b = (1 —4)/2 oraz C = al + bX. Przydatne tozsamosci
to

c’=X, Cc*=1, Hy = bSCS.

Jadro C' dobrze wspolpracuje z dwojkowymi ramami fazowymi, ktérymi wycenia sie kierunki
resztowe. Po ukonczeniu jego warstwy tensorowej fazy diagonalne i znany diadyczny czynnik ze-
spolony daja pozadana warstwe Hy. To klasyczne tozsamoéci liniowe; uzycie macierzy fazowych nie
wymaga komputera kwantowego.

20



Mnozenie liczb catkowitych: ilustrowany przewodnik

Jedno zaokraglenie na koncu, a nie po kazdej bramce. Wartosci wewnetrzne to doktadne
diadyczne liczby Gaussa (ang. Gaussian dyadics): liczby, ktérych czesé rzeczywista i urojona sa
liczbami catkowitymi podzielonymi przez potegi dwéjki. Wartosci pomocnicze mogg rosnaé, nawet
jesli ukonczona warstwa Hj jest kontrakcja. Dow6d potrzebuje wiec bitéw zapasu na wewnetrzne
moduly i mianowniki. Wykonuje cata warstwe dokladnie i obcina dopiero na jej granicy. Sama
kontrakcyjnosé nie uzasadniataby odrzucania bitéw po kazdej aktualizacji pomocnicze;j.

Dlaczego wybrane bity tworza wyjatkowe adresy. Wydajna aktualizacja upakowanych
adresow moze zgadzaé sie z pozadang zmiang bazy dwdjkowej na wiekszosci adreséw, podczas
gdy przeniesienia zaburzaja maly, jawnie opisany zbiér. Praca wyodrebnia ten zbiér i naprawia
go deterministycznie. Dowdd potrzebuje zgodnoéci poza nim, niezmienniczosci zbioru wyjatkowego
oraz ograniczenia kosztu wyjecia, posortowania i ponownego wstawienia pelnych rekordéw. ,Rzadki”
nie znaczy losowy ani pomijalny: kazde wejscie musi byé¢ obstuzone poprawnie.

Co zabra¢ dalej. Druga oszczednosé grupuje arytmetyke z wielu osi. Musi przetrwa¢ zmiany bazy,
wzrost wartosci posrednich i dokladna korekte wyjatkowych rekordéw.

Miejsca w oryginale: 05-layers. tex, eq:phase-C; eq:phase-basic-identities.

Pierwiastki z jedynki jako przesuniecia ze znakiem

Technika Do przeczytania przed transformatami syntetycznymi i iloczynami w pierscieniu.

Transformata zwykle mnozy wartosci przez pierwiastki z jedynki. W reprezentacji syntetycznej
sama warto$¢ jest krotkim wielomianem, przechowywanym jako lista wspélczynnikéw. Pracujemy
w

Ry = Clyl/(y" + 1).

Oznacza to, ze y" zastepujemy przez —1. Mnozenie przez y przesuwa liste wspdlczynnikéw i
zmienia znak wspotczynnika, ktory sie zawija.

zawiniecie: zmiana znaku as

pole O
a0
Mnozenie przez y modulo y* + 1
pole 3 pole 1 [ao, a1'¢a2' as]
a3 al
[—as, ao, a1, az2]
pole 2
a2

Rys. 18. Operacja na pierwiastku staje sie dokladnym przesunieciem danych. Dla r = 4 iloczyn y(ag +
a1y+asy®+azy®) redukuje sie do —az+agy-+a1y?+asy>. Ta operacja nie wymaga zadnego przyblizonego
mnozenia trygonometrycznego.

Tlustracja: Rohan Arun (Apache 2.0), etykiety przetlumaczone.
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Dla potegi dwéjki ¢ dzielacej 2r element w; = y*/* stuzy za pierwiastek transformaty. Jego

potegi dzialaja jak permutacje wspolezynnikéw ze znakami. Zrédlo dowodzi potrzebnego znoszenia
sie charakterow bezposrednio. Ma to znaczenie, bo pierscien ilorazowy ma dzielniki zera: dzielenie
przez element, ktéry wyglada na niezerowy, nie jest automatycznie dozwolone.

Zachowaj kolejnosé, ktorg algorytm naturalnie produkuje. Rekurencyjna transformata
Fouriera czesto zwraca czestotliwosci w kolejnoéci z odwroconymi bitami. Dla dlugosci cztery ta
kolejnosé to 0, 2, 1, 3. Jedli obie przetransformowane dane wejsciowe maja te sama kolejnos¢, od-
powiadajace sobie elementy nadal mozna mnozy¢. Sortowanie kazdej transformaty do tadniejszej
kolejnoéci dodatoby pracy, nie zmieniajac matematycznego iloczynu. Transformata przeciwna jest
napisana tak, by przyjmowaé kolejnoéé, ktora rzeczywidcie wystepuje.

Normalizacja jest czesScia interfejsu. Obie transformaty w tym manuskrypcie zawieraja
czynnik 1/t. W konsekwencji F;'F,~ = I/t, a nie I. Przy tej konwencji dla splotu cyklicznego
dtugosci ¢

U kv
t2

Jeden czynnik ¢ pochodzi z normalizacji iloczynu w przéd, a drugi ze znormalizowanej transfor-
maty przeciwnej. Utrata ktéregokolwiek zniszczylaby dokladne odtworzenie. Wersje wielowymia-
rowe zastepuja t iloczynem dlugodci osi, z uwzglednieniem permutacji zachowanych w zrodle.

Dlaczego mnozenie wielomianéw nie czyni dowodu blednym kotem. Elementy punk-
towe sa teraz wielomianami, wiec ich iloczyny weciaz trzeba obliczyé. Zrédlo pakuje ograniczone
wspdlezynniki ze znakiem w wieksze liczby catkowite z odstepem wystarczajacym do odzyskania
kazdego wspoltczynnika. Jawnie obstuguje wyodrebnianie wycentrowane, znaki i zawijanie ujemno-
cykliczne (ang. negacyclic). Do mnozenia tych krétszych liczb wywoluje wezesniej ustalony mnoznik
O(Nlog N), a nie ulepszony algorytm, ktéry prébuje uzasadni¢. Diugosé wejscia N w tych wywo-
taniach rézni sie od pierwotnego n, a wszystkie wywolania sa ujete w koncowej tabeli kosztow.

Ft+((Ft_u) © (Ft_U)) =

Co zabrac¢ dalej. Zmiana reprezentacji moze zastapi¢ kosztowne skalarne mnozenia przez pier-
wiastki dokladnymi przesunieciami ze znakiem, ale uktad danych i skalowanie wciaz kosztuja.

Miejsca w oryginale: 06-transforms.tex, lem:synthetic-characters; lem:signed-ring-product.

Zmiana siatki bez sortowania wszystkiego

Technika Do przeczytania przed przeprobkowaniem gaussowskim.

Naturalny uktad splotu i wydajny ukiad transformaty syntetycznej nie maja tych samych diu-
gosci osi. Redukcja mnozenia uzywa osi zrodlowych o dtugoéciach parami wzglednie pierwszych;
transformaty syntetyczne wola potegi dwdjki. Przeprobkowanie gaussowskie (ang. Gaussian resam-
pling) taczy je starannie kontrolowanymi odwzorowaniami liniowymi. To analityczny most, a nie
zwykte zaokraglanie indeksu do najblizszego sasiada.

W jednym wymiarze Zrédto podaje tozsamosé postaci

P,F, = 22%° ByP,F} A.

Tutaj A odwzorowuje siatke zrédlowa dlugosci s na diuzsza siatke dhugosci ¢, a By odwzo-
rowuje z powrotem. Operatory P to permutacje wspolrzednych. Odwzorowania sg realizowane w
przyblizeniu z podana precyzja, z jawnymi ograniczeniami bledu i czasu. Duzy znany skalar jest
uwzgledniany przy odtwarzaniu. Nieréwnosci wigzace s,t,a,p to zalozenia tego interfejsu, a nie
ozdoba, ktora mozna pominaé¢ przy zmianie parametrow.
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Dlaczego pozostawienie permutacji we wzorze oszczedza czas. Niech P przestawia
wspolrzedne. Jesli dwie tablice uzywaja tego samego przestawienia, to

(PA)® (PB) = P(A® B).

Odpowiadajace sobie czestotliwosci wciaz sa poprawnie sparowane. Odbiorca, ktéry zna te ko-
lejnosé, moze ich uzyé bezposrednio. Ta prosta tozsamo$é wyjasnia, skad bierze sie ta mozliwo$¢;
zrédlo dowodzi bardziej szczegdtowych tozsamosci potrzebnych, by wszystkie jego permutacje zro-
dtowe i docelowe byly zgodne z transformatg przeciwna.

Przestaw oba wejscia tak samo, a kazda czestotliwo$¢ nadal spotka swojg pare

A B A x B element po elemencie
10 10 10
5 5 . 5 . I .
. . e B N § ] [ ]
czest. 0 czest. 1 czest. 2 czest. 3 czest. 0 czest. 1 czest. 2 czest. 3 czest. 0 czest. 1 czest. 2 czest. 3
A w porzadku P B w porzadku P A x B element po elemencie w porzadku P
10 10 10

0-_.- N . [ ]

czest. 0 czest. 2 czest. 1 czest. 3 czest. 0 czest. 2 czest. 1 czest. 3 czest. 0 czest. 2 czest. 1 czest. 3

Riys. 19. Spdjnos¢ moze usunaé zbedne przestawianie. Stupki pokazuja te sama permutacje zastosowana
do obu konkretnych czynnikéw i do ich iloczynu po elementach [6, 10, 6, 4]. Sam diagram nie dowodzi, ze
dowolna implementacja transformaty odwrotnej przyjmie te kolejnos¢é. Musi to zapewnié jej interfejs.
Tlustracja: Rohan Arun (Apache 2.0), etykiety przetlumaczone.

Gdzie pasuje tozsamos$é chirp. Tozsamos$é Bluesteina (algorytm Bluesteina, ang. chirp-z)
przepisuje dwuliniowy wykltadnik za pomoca 2jk = j2 + k? — (j — k)%. Kwadratowe czynniki fazowe
na wejsciach i wyjsciach zamieniaja transformate w splot ze znanym sygnatem chirp. Oryginalny
dowdd trzyma odpowiednia permutacje wewnatrz tego rachunku. Kolejne skrecenie fazy godzi splot
cykliczny z ujemnocykliczng relacja wielomianows 3" = —1. Kazde skrecenie i jego usuniecie ma
koszt zaréwno algebraiczny, jak i precyzyjny.

Budzet bledu ma dwa rézne rodzaje wzrostu. W zlozeniu dokladnych kontrakcji istnie-
jacy blad nie jest wzmacniany, wiec lokalne btedy przyblizenn mozna dodawaé. Cofniecie znanej
duzej normalizacji mnozy jednak blad bezwzgledny. Bledem bytoby wiec wnioskowaé: ,wszystkie
transformaty sa kontrakcjami, wiec wynik koricowy jest dokladny”, nie $ledzac przeskalowania. Zré-
dlo wybiera precyzje robocza wystarczajaca, by przetrwaé zaréwno skumulowany btad lokalny, jak
i koncowe wzmocnienie.

Co zabraé¢ dalej. Uktad danych jest czescia kontraktu algorytmu dotyczacego wejscia i wyjscia.
Zachowanie uzytecznej kolejnosci ma warto$¢ tylko wtedy, gdy kazdy kolejny krok ja akceptuje.

Miejsca w oryginale: 07-resampling.tex, lem:no-sort-resampling; 08-assembly. tex.
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Maty btad musi pozosta¢ maly po przeskalowaniu

Podstawy Budzet liczbowy, ktory mozna sprawdzié recznie.

WyobraZ sobie przyblizone obliczenie, ktérego biezacy blad bezwzgledny wynosi co najwyzej
0,01. Przepuszczenie go przez dokladna kontrakcje nie powigksza tego btedu. Jesli nastepne przybli-
zenie dodaje co najwyzej 0,02, nowe ograniczenie btedu to co najwyzej 0,03. To suma w najgorszym
przypadku: nie zakltadamy, ze btedy sie znosza albo zachowuja losowo.

Teraz przywrdé czynnik skali osiem. Ograniczenie bledu staje si¢ réwne 8 - 0,03 = 0,24, czyli
bezpiecznie ponizej jednej drugiej. Gdyby czynnik skali wynosit 32, ograniczenie wyniostoby 0,96.
Ta stabsza gwarancja nie uzasadnia zaokraglenia do wlasciwej liczby catkowite;j.

—=—- Ostry prég zaokraglenia: 1/2

Ograniczenie poczatkowe *I 0,01

Dodaj btad lokalny 0,02 fl 0,03

Potem przeskaluj x8 *_ 0,24

1
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
Gwarantowane gérne ograniczenie btedu bezwzglednego (przyktad pogladowy)

Rys. 20. Maly blad wewnetrzny to nie to samo co btad koiicowy. Dwa ostatnie stupki to alternatywne
przeskalowania tego samego ograniczenia 0,03, a nie kolejne operacje. Przekroczenie 1/2 oznacza, ze to
ograniczenie nie wystarcza do zagwarantowania dokladnego zaokraglenia; nie dowodzi, ze rzeczywisty
wynik jest btedny.

Tlustracja: Rohan Arun (Apache 2.0), etykiety przetlumaczone.

Dowéd w zrédle ma wigksze i bardziej ztozone normalizacje, ale zasada jest ta sama. Budze-
tuje bledy lokalne, ogranicza rozmiary wartoSci posrednich i §ledzi mnozenie btedu przy cofaniu
skal. Potrzebuje tez dos¢ bitéw na posrednie dokladne wartosci diadyczne, nawet gdy ukonczona
transformata jest kontrakcja.

Dlaczego nieré6wno$¢ musi by¢ ostra. Jesli prawdziwa liczba catkowita to 12, wynik lezacy
ostro miedzy 11,5 a 12,5 zaokragla si¢ jednoznacznie do 12. Dla dokladnie 12,5 odlegtos¢ do 12 i
do 13 jest taka sama, wiec dopuszczalny blad ,co najwyzej jedna druga” nie rozstrzyga, o ktéra
liczbe chodzito. Praca dowodzi ostrego ograniczenia konicowego dla kazdego wspoétczynnika, a potem
wykonuje dokladne przeniesienia.

Co zabrac¢ dalej. Przyblizenia daja sie¢ pogodzi¢ z doktadnym wynikiem, jesli udowodnimy, ze
btad po pelnym przeskalowaniu jest mniejszy niz potowa odstepu miedzy liczbami catkowitymi.
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Dlaczego poprawienie jednej czeSci moze niczego nie zmienic

Podstawy Koncowa oszczedno$é ogranicza najstabszy margines.

Przypuéémy, ze trzy operacje maja znormalizowane koszty p®89, p®97 i p®9. Ich marginesy
ponizej pelnej potegi p wynosza 0,20, 0,03 i 0,10. Dla duzych p najszybciej roénie wyraz p®°7 i to
on decyduje o wykladniku sumy.

Spraw, by pierwsza operacja byla znacznie tansza, zmieniajac p*%° na p”9°. Jej margines roénie
do 0,40, ale suma wcigz rzadzi p>?7. Zamiast tego popraw druga operacje do p*?2. Teraz najmniejszy
margines wynosi 0,08, wiec laczny wyktadnik tez moze sie poprawié, z zastrzezeniem pozostalego
narzutu i wymagan ostrego zapasu.

HEl Margines A I Margines B Em Margines C

Profil wyjSciowy . min = 0,03
Poprawa tatwego sktadnika . min = 0,03
Poprawa sktadnika ograniczajacego - min = 0,08

0,0 0,1 0,2 0,3 0,4
Marginesy pogladowe: wiekszy znaczy lepszy

Rys. 21. Lokalny zysk nie musi poprawi¢ ogélnego wykltadnika. Kazdy wiersz to osobny profil pogladowy,
a nie wynik historyczny. Wieksze marginesy sa lepsze. Minimum pozostaje rowne 0,03, gdy poprawia sie
tatwy wyraz, i rosnie do 0,08, gdy poprawia si¢ wyraz ograniczajacy.

Tlustracja: Rohan Arun (Apache 2.0), etykiety przetlumaczone.

Koncowy rachunek w zrédle ma siedem dominujacych wyrazow zamiast trzech. Rysunek w kolej-
nym objasnieniu technicznym pokazuje ich rzeczywiste oryginalne marginesy. Skala logarytmiczna
sprawia, ze skrajnie mate wartosci dodatnie staja siec widoczne. Ten wykres odwraca konwencje
wizualna: dalej w prawo oznacza mniejszy margines, bo 0§ to minus logarytm marginesu. Zawsze
najpierw przeczytaj os, a dopiero potem oceniaj, ktéry stupek jest lepszy.

Dlaczego potrzebny jest odrobine wiekszy zapas. Koszt moze tez zawiera¢ czynniki takie
jak (logp)?. Taki czynnik rognie wolniej niz dowolna ustalona dodatnia potega p°, ale nie jest
stala. Wybranie koncowej oszczedno$ci ostro ponizej dostepnego marginesu zostawia miejsce na
wchloniecie tych czynnikéw dla dostatecznie duzych p. Rownosé na granicy nie uzasadniataby tego
samego argumentu.

Co zabraé dalej. Sledz caly profil kosztéw. Ulepszenie liczy sie dla gléwnego wyniku tylko wtedy,
gdy pozwalaja na to wszystkie wyrazy ograniczajace i interfejsy.
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Dokladnos$é i czas dzialania razem

Technika Do przeczytania przed koncowym dowodem skladajacym catosé.

Praca ma dwie linie mety. Musi zwréci¢ doktadny iloczyn, a kazda czes¢ obliczenia musi zmiescié
sie w deklarowanym ograniczeniu czasu. Te zobowiazania tacza sie przez precyzje i objetosé danych,
ale zadne nie zastepuje drugiego.

Doktadno$é z ostrego przedzialu bledu. Pozadane wspétczynniki splotu c; sg liczbami
calkowitymi. Jesli obliczenie daje przyblizenie ¢; spelniajace |¢; — ¢j| < 1/2, zaokraglenie do naj-
blizszej liczby calkowitej odtwarza c; jednoznacznie. Ograniczenie musi obowigzywaé po przywro-
ceniu wszystkich normalizacji transformat i skal cyfr. Remis dokladnie przy 1/2 nie wystarcza.
Po odtworzeniu wspotczynnikow przeniesienia i zapis dwojkowy to doktadne operacje na liczbach
catkowitych.

Po cofnieciu wszystkich skal btad bezwzgledny musi by¢ ostro mniejszy niz 1/2
i i

[}
Przyktadowe przybliz}snie: 12,27

\o

o ® ®
Poprawna liczba catkowita: 12
11 11,5 12 12,5 13

Rys. 22. Przyblizona arytmetyka wewnatrz, dokltadny wynik na wyjsciu. Wartosé 12,27 to przyktad
dydaktyczny. Dowdd w Zrédle daje jednolite ograniczenie dla kazdego odtwarzanego wspélczynnika; ten
rysunek nie mierzy rzeczywistego btedu numerycznego.

Tlustracja: Rohan Arun (Apache 2.0), etykiety przetlumaczone.

W oryginalnym skladaniu Zrédlo uzywa szerokosci cyfry b = [logy n| i precyzji roboczej p = 6b.
W przyblizeniu jest n/b cyfr i ©(p) przechowywanych bitéw na wspdlczynnik, co daje dopelniona
objeto$¢ V.= Tp = O(n). Ta zaleznosé zamienia koszty na przechowywany bit w ograniczenie
wyrazone przez pierwotny rozmiar wejscia.

Siedem konkurujacych rachunkéw. Koncowa tabela rozdziela operacje, ktore réznie skaluja
sie z p. Zapisz znormalizowany wyraz jako p' ~9%; wtedy g¢; to jego margines ponizej pelnej potegi p.
Przy d = O(p°), K = O(p©) i £ = O(p'~¢) marginesy wynosza

g=1-€(l+c), go=ec(l—71),

g3 =e€(1=X), g1=1-7—¢€(2-71),
m=t-d-d m=1-5-c

gr =€

Suma rzadzi najmniejszy margines. Powiekszenie marginesu, ktéry juz jest duzy, moze nie mieé¢
zadnego wplywu na gtéwny wykladnik.
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Przesuniecia prefikséw - 0,00

Odwzorowania gaussowskie I 2,42

181,00

Chirpy / iloczyny - 0,09

75,00
—=- Cel: k=27182

lloczyny upakowane -

25 50 75 100 125 150 175 200
—logz (gi): im dalej w prawo, tym mniejszy margines (gorzej)

o -

Riys. 23. Oryginalny wybér parametrow ma wyrazne waskie gardlo. Te wartosci wyliczono z doktadnych
wymiernych parametréw oryginalu, a nie oszacowano z pomiaréw czasu. O$ pozioma to — log, g;: dluzsze
stupki oznaczaja mniejsza oszczednoéé. Wymiany porcji maja go = 2718!; wybrana oszczedno$é koncowa
to k = 27182,

Tlustracja: Rohan Arun (Apache 2.0), etykiety przetlumaczone.

Przeczytaj jeden wiersz do konca. Przy wymianach w ukladzie transformaty jest O(p/K)
zamian szerokosci K. Kazda kosztuje O(V K7). Lacznie daje to

O(VpKT—I) -0 (Vpl—ec(l—T)) )

To dokladnie drugi margines gs. Male wielkosci sie mnoza: maty wyktadnik wzrostu szerokosci
ec i mala oszczedno$é¢ zamiany 1 — 7 daja jeszcze mniejszy margines konicowy. To wyjasnia, dlaczego
imponujacy lokalny pomyst moze da¢ w calym algorytmie bardzo maly wyktadnik asymptotyczny.

Dlaczego rezerwujemy ostry zapas. Niech G = min; g;. Ustalone potegi log p mozna wchto-
naé, jesli k < G, bo (logp)® = o(p®~*) dla ustalonego C. Oryginalny ostrozny wybér daje G = 2.
Koszt koncowy miesci sie wtedy w

O(Vp'™") = O(n(logn)' ).

Ten argument dziala od pewnego miejsca. Jeden ustalony prég obejmuje wszystkie potrzebne
nieréwnosci; ponizej niego maszyna uzywa mnozenia szkolnego. Powiekszenie stalej w notacji O
obejmuje skonczony zbiér mniejszych dtugosci. Ustanowienie pelnej jednolitej implementacji pozo-
staje czescia zobowiazan dowodowych.

Co prébuja poprawi¢ pdzniejsze ulepszenia spotecznosci. Niektére ulepszenia zmieniajg
skonczong sie¢ albo cene przejé¢ miedzy jej ramami; inne ponownie wykorzystuja pamieé¢ robocza,
zmieniaja sposob laczenia etapéw albo ulepszaja wyboér parametru zewnetrznego. Dzialaja one na
roznych poziomach. Nowy skonczony profil wciaz trzeba zwiazaé¢ z jego rzeczywistym ukladem, a
potem przeprowadzié¢ przez odpowiednig rekurencje i analize kosztéw. Oryginalny diagram siedmiu
margineséw pomaga czytaé ten zamrozony manuskrypt; nie twierdzi, ze kazda pdzniejsza konstruk-
cja uzywa tego samego rachunku ani ze pokazuje najnowsze $wiadectwo spotecznosci.

Co zabrac¢ dalej. Dokladne odtworzenie wymaga ostrego ograniczenia btedu; wykladnik wymaga
ostrego marginesu w kazdym dominujacym koszcie. Oba musza odnosi¢ sie do tego samego algo-
rytmu.

Miejsca w oryginale: 08-assembly. tex, eq: fized-parameters; eq:margin-list; eq: final-error.
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Co wlasciwie méwi udane sprawdzenie

Podstawy Trzy twierdzenia, ktorych nie nalezy mylic.

,»To dziala” moze znaczy¢ rézne rzeczy. Uklad moze zwracaé wladciwe wartosci na okreslonym
skonczonym zbiorze wejsé. Fizyczny program moze wykonywaé ten uktad z udowodnionym ogra-
niczeniem zasobéw. Twierdzenie moze obejmowaé kazda dlugosé wejscia, takze rozmiary, ktoérych
zaden eksperyment nie uruchomi. Kazde z nich jest cenne, ale to rézne stwierdzenia.

Trzy rézne twierdzenia wymagajg trzech réznych rodzajéw uzasadnienia

Przyktad algebraiczny Konkretny program tasmowy Dowéd dla kazdego rozmiaru
Wyniki sie zgadzaja, a rejestr Ruch gtowic, kopie, trasowanie Kazdy rozmiar wejscia spetnia
pomocniczy wraca do startu i sprzatanie s wliczone w koszt ograniczenia kosztu i btedu
Skonczony test sprawdza Sama tozsamos¢ skalarna Skonhczony przebieg nie
konkretny przypadek nie wycenia przemieszczenh obejmuje wszystkich n

Rys. 24. Odczytuj twierdzenie na poziomie, ktéry wspieraja jego dowody. Kolumny rozdzielaja skon-
czony algebre, fizyczng implementacje i analize dla wszystkich rozmiaréw. To zobowiazania, ktére trzeba
potaczyé, a nie konkurencyjne sposoby dowodzenia tego samego.

Tlustracja: Rohan Arun (Apache 2.0), etykiety przetlumaczone.

Konkretny przyklad. Wykres rejestrow (rys. 10 w czesci 2) pokazuje, ze cztery aktualizacje
dziataja, gdy rejestr pomocniczy zaczyna od siedmiu. Rachunek symboliczny dowodzi odtworzenia
dla dowolnych wartoéci w podanym piercieniu. Zadne z tych stwierdzeri nie méwi, ile ruchu na
tasmie potrzebuje implementacja na ogromnej tablicy. To wymaga innego argumentu. Podobnie
sprawdzenie siedmiu wymiernych margineséw weryfikuje arytmetyke w ramach modelu kosztéw;
nie ustanawia kazdego zalozenia algorytmicznego tego modelu.

Dlaczego przewodnik oznacza przyklady pogladowe. Duze, widoczne réznice wyktadni-
kéw pomagaja sie uczyé, ale przedstawione jako zmierzone przyspieszenie znieksztatcalyby prace.
Malte macierze i tablice moga pokazaé¢ niezmiennik, nie bedac rzeczywista skoniczong konstrukcja.
Podpisy moéwia, ktére liczby pochodzg ze zrédia, a ktére sa przykladami dydaktycznymi. Nowe
generatory rysunkéw sprawdzaja pokazang arytmetyke, zeby ilustracje objasnialy prawdziwe toz-
samosci, a nie tylko sugestywne obrazki.

Po lekturze przewodnika. Czytelnik powinien umieé opisaé, dlaczego splot pomaga, dla-
czego przesuwanie danych kosztuje czas, dlaczego wspolne ramy zachowuja dodawanie, jak wazona
rekurencja oszczedza w wyktadniku i dlaczego odtworzenie wymaga ostrego budzetu bledu. Prze-
Sledzenie kazdego szczegotu twierdzenia zrédlowego wcigz wymaga dalszej nauki algebry liniowej,
analizy Fouriera i dowodéw zlozonosciowych. Wydanie rozszerzone umieszcza oryginalne argumenty
bezposrednio po materiale objasniajacym.

Co zabra¢ dalej. Zrozumienie architektury to istotny krok. Nie jest to jednak to samo co niezalezne
zweryfikowanie kazdej czedci twierdzenia.
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Co z tego wynika i co wcigz trzeba sprawdzié

Technika Do przeczytania przed koncowymi wnioskami i dodatkiem.

Dzielenie i pierwiastek kwadratowy. Szybkie mnozenie jest elementem sktadowym innych
dzialan arytmetycznych. Iteracje w stylu Newtona poprawiaja przyblizenia odwrotnosci albo pier-
wiastka kwadratowego przy geometrycznie rosnacej precyzji. Jesli koszt przy precyzji n to M (n), a
mniejsze etapy kosztuja M (n/2), M(n/4),..., to przy regularnym ograniczeniu z tego manuskryptu
suma rzadzi najwiekszy etap. Przyblizone wyniki wcigz trzeba skorygowaé: dzielenie sprawdza ilo-
raz i reszte, a catkowity pierwiastek kwadratowy uzywa dokladnych poréwnan kwadratéw. Sama
procedura przyblizajaca nie jest jeszcze algorytmem dokladnego dzielenia ani czeci catkowitej pier-
wiastka.

Transpozycja macierzy. Praca powoluje sie na zewnetrzna redukcje mnozenia do przestawie-
nia macierzy z porzadku wierszowego w kolumnowy. Uwzglednia catkowity liczbe bitow macierzy,
a nie tylko dtugosé jej boku. To wynik o permutacji danych. Nie jest to twierdzenie o wyktadniku
mnozenia macierzy, ktore jest innym problemem. Redukcja i konwersje formatu wejscia zachowuja
wlasne zalozenia i koszty.

Dodatek o pogrupowanych prostokatach. Dodatek rozszerza operacje na upakowanych
adresach na zbiér kompletnych blokéw prostokatnych. ,,Prostokat” oznacza tu iloczyn kartezjanski
przedzialéow adreséw, a nie geometryczne przyblizenie dowolnych danych. Pelne dane i informacje o
miejscu docelowym muszg by¢ wliczone w koszt, gdy wyjatkowe rekordy sa wyjmowane i naprawiane.
Ten material wspiera szczegdlty uktadu danych, a nie wprowadza osobnego gléwnego ulepszenia.

Praktyczna lista kontrolna. Oceniajac proponowane ulepszenie, zadaj te pytania po kolei:

1. Jaka dokladnie operacje skalarng wykonuje wygenerowany uktad przy dowolnych poczatko-
wych wartosciach pomocniczych? Czy przywraca obiecana pamieé robocza?

2. Czy wszystkie wystapienia kazdej bramki majg wymagana wsp6lng rame? Czy uwzgledniono
wszystkie zmienione operatory, znaki, wktady zrédet i konice?

3. Czy optacony profil rzedéw opisuje ten uklad, a nie wersje ztagodzona albo schematyczna?
Czy specjalizacje do cial skonczonych sg uzasadnione?

4. Czy implementacja rekurencyjna naprawde daje kazdemu dziecku objetosé V /W, z wliczonym
trasowaniem, dopelnianiem, kopiowaniem i odtwarzaniem?

5. Czy kontrakty precyzji i przeprobkowania nadal obowigzuja dla nowych uktadéw danych?

6. Czy kazdy koncowy margines kosztu i btad odtworzenia mieszcza sie ostro w wymaganych
granicach przy tym samym wyborze parametrow?

Te pytania rozdzielajg algebre, implementacje i analize asymptotyczna. Sukces na jednym po-
ziomie jest uzytecznym $wiadectwem na tym poziomie; nie zalatwia po cichu pozostatych.

Weryfikacja wykonana dla tego wydania. Zamrozone pliki oryginatu sprawdzono z do-
starczonym manifestem SHA-256. Ponownie obliczono przyktad splotu cyfr, tozsamo$é odtwarza-
nia w czterech krokach na 343 tréjkach liczb catkowitych, przyktad motylka na dwoch osiach i
wszystkie siedem oryginalnych margineséw wymiernych. Drugie wydanie sprawdza tez interpolacje,
rekonstrukcje wzorcoéw czestotliwosci, tozsamosci ram dla wektorow i tablic, znoszenie si¢ przecieé,
zgodnosé permutacji i pogladowe budzety btedu. Rysunki sg generowane z tych przyktadéw albo
z jawnie oznaczonych tozsamosci schematycznych. Kompilacja i przeglad wyrenderowanych stron
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sprawdzaja integralnosé i czytelnoéé dokumentu. Zadne z tych dzialan nie stanowi nowego audytu
pelnego twierdzenia o mnozeniu.

Co zabraé¢ dalej. Przewodnik wyjasnia architekture dowodu i jego interfejsy. Szczegdlowe argu-
menty zawiera material zrédtowy; niezalezna weryfikacja pelnego twierdzenia to osobne zadanie
badawcze.

Oznaczenia i mapa zrédta

Technika Do korzystania podczas lektury czesci technicznych.

Symbol lub termin Znaczenie w przewodniku i
oryginalnej argumentacji

n Dtugosé kazdej liczby wejsciowej w bitach.

b Szerokos¢ cyfry w bitach w oryginalnym
sktadaniu.

P Precyzja robocza; oryginalnie p = 6[logy n].

\% Logiczna objeto$é¢ przechowywanych bitéw
w wezle rekurencji.

w Liczba wszystkich rol w ustalonej
skonczonej sieci, tacznie z pomocniczymi.

m Ustalony wymiar sieci i mnoznik szerokosci
w rekurencji.

S Liczba optaconych mniejszych wywotan w

omoéwieniu rekurencji; w przeprébkowaniu
ta sama litera oznacza dlugosé zrodia.

d Liczba osi transformaty, rosnaca powoli z
precyzja.

K Szeroko$¢ upakowanej porcji adresu; skaluje
sie jak p©.

r,/ Dlugosé wielomianu i jej logarytm
dwojkowy.

T Rozmiar dopelionego pudetka

transformaty; Tp = ©(n). Nie myli¢ z
funkcja czasu T'(n) ani z tréjka oznaczona

T.

T, O Wymierne gorne wyktadniki dla rekurencji
bitowej i zespolone;j.

N Wyktadnik w koszcie ukoriczonej warstwy
jednoczesnej, po narzucie.

K Koncowa oszczednosé w wyktadniku log n.

rola / wiersz Ustalona pozycja przewodu w ukladzie /
kompletny ciaggly blok sufiksu.

rama Odwracalny operator reprezentacji na

tablicy indeksowanej adresami w jednej roli.
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Symbol lub termin Znaczenie w przewodniku i
oryginalnej argumentacji

deficyt rzedu Roéznica miedzy pelnym liniowym budzetem
wywotan Wm a optaconym budzetem s.

diadyczna liczba Gaussa Liczba zespolona z mianownikami bedacymi
potegami dwdéjki w obu sktadowych.

warunkowy Whiosek zalezy od zachowanych interfejsow,

ktorych pelnej niezaleznej walidacji nie
zapewnia skonczone swiadectwo.

Gdzie znalezé poszczegllne warstwy oryginalu. Nazwy plikow ponizej sg zachowane w
pakiecie zrédtowym. Etykiety twierdzen sa stabilniejszymi odno$nikami niz numery stron.

Pytanie Plik oryginalu

Jaka maszyna jest liczona? 02-streams.tex

Co robi skoniczona sie¢? 03-motifs.tex

Jak rzad wycenia przemieszczenia? 04-swap.tex

Jak grupuje sie wiele motylkow? 05-layers.tex

Jak wykonuje sie transformaty i iloczyny w pierécieniu?  06-transforms.tex

Jak pasuja rozmiary siatek i permutacje? 07-resampling.tex

Gdzie taczy sie dokladnosé i wszystkie koszty? 08-assembly.tex

Jakie sa dalsze konsekwencje? 09-exact-arithmetic.tex

10-transposition.tex

Od tlumacza: stowniczek polsko-angielski

Dodatek tlumacza

Czeé¢ termindéw ma ustalone polskie odpowiedniki, ale wiele pochodzi z najnowszej literatury
(Harvey i van der Hoeven, praca OpenAl) albo jest specyficzna dla tej jednej konstrukeji i nie ma
polskiej nazwy. Kolumna , Status” rozréznia te przypadki. ,,Ustalony” oznacza, ze termin w tym
znaczeniu znalaztem w polskich zrédlach wymienionych pod tabela (ogélnie znanych terminéw, ta-
kich jak splot czy maszyna Turinga, nie dokumentuje osobno). ,,Przyjety w przekladzie” oznacza, ze
polskiego odpowiednika nie znalaztem i zaproponowalem wlasny; przy pierwszym uzyciu w tekscie
podany jest wtedy termin angielski.

Polski Angielski (oryginat) Status
splot; splot cykliczny (kotowy) convolution; cyclic (circular)  ustalony
convolution

szybka transformacja Fouriera fast Fourier transform ustalony
motylek, graf motylkowy butterfly, butterfly graph ustalony
kolejno$é z odwréconymi bitami  bit-reversed order ustalony
pierwiastek z jedynki root of unity ustalony
logarytm iterowany log* iterated logarithm ustalony
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https://github.com/openai/math/blob/adc7f1241b42e322a6451854ab7e4b4c146bf78a/preprints/Integer-multiplication-below-n-log-n-September-23-2026/build/sections/02-streams.tex
https://github.com/openai/math/blob/adc7f1241b42e322a6451854ab7e4b4c146bf78a/preprints/Integer-multiplication-below-n-log-n-September-23-2026/build/sections/03-motifs.tex
https://github.com/openai/math/blob/adc7f1241b42e322a6451854ab7e4b4c146bf78a/preprints/Integer-multiplication-below-n-log-n-September-23-2026/build/sections/04-swap.tex
https://github.com/openai/math/blob/adc7f1241b42e322a6451854ab7e4b4c146bf78a/preprints/Integer-multiplication-below-n-log-n-September-23-2026/build/sections/05-layers.tex
https://github.com/openai/math/blob/adc7f1241b42e322a6451854ab7e4b4c146bf78a/preprints/Integer-multiplication-below-n-log-n-September-23-2026/build/sections/06-transforms.tex
https://github.com/openai/math/blob/adc7f1241b42e322a6451854ab7e4b4c146bf78a/preprints/Integer-multiplication-below-n-log-n-September-23-2026/build/sections/07-resampling.tex
https://github.com/openai/math/blob/adc7f1241b42e322a6451854ab7e4b4c146bf78a/preprints/Integer-multiplication-below-n-log-n-September-23-2026/build/sections/08-assembly.tex
https://github.com/openai/math/blob/adc7f1241b42e322a6451854ab7e4b4c146bf78a/preprints/Integer-multiplication-below-n-log-n-September-23-2026/build/sections/09-exact-arithmetic.tex
https://github.com/openai/math/blob/adc7f1241b42e322a6451854ab7e4b4c146bf78a/preprints/Integer-multiplication-below-n-log-n-September-23-2026/build/sections/10-transposition.tex
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Polski Angielski (oryginat) Status
kontrakcja (odwzorowanie contraction ustalony
zwezajace)

element podstawowy pivot ustalony
liczby calkowite Gaussa Gaussian integers ustalony
przeprobkowanie resampling ustalony
przeniesienie; podstawa systemu carry; radix ustalony
liczbowego

rzad macierzy, podprzestrzen, rank, subspace, tensor ustalony
iloczyn tensorowy product

maszyna Turinga, tadma, Turing machine, tape, head ustalony

glowica

przeprobkowanie gaussowskie
splot / zawijanie
ujemnocykliczne

chirp, algorytm Bluesteina

diadyczna liczba Gaussa
Scinanie adreséw

rama (reprezentacji)

rzad resztowy, deficyt rzedu
rola, wiersz, porcja adresu
rejestr pomocniczy, pamie¢
robocza

margines, waskie gardlo
przyktad pogladowy
warunkowy (wynik)

Gaussian resampling
negacyclic convolution /
wrapping

chirp, Bluestein’s (chirp-z)
algorithm

Gaussian dyadic

address shear

frame

residual rank, rank deficit
role, row, address chunk
scratch register, workspace

margin, bottleneck
toy example
conditional (result)

przyjety w przektadzie
przyjety w przektadzie

brak polskiego
odpowiednika?
przyjety w przektadzie
przyjety w przektadzie
przyjety w przekladzie®
przyjety w przektadzie
przyjety w przekladzie®
opisowy

b

opisowy
opisowy
opisowy

& Stowniki podaja tylko potoczne ,Swiergot” lub ,¢éwierkanie”.

b Scinanie” jest ustalone w mechanice; jako przeksztalcenie liniowe pojawia sie po polsku gtéwnie w doku-

mentacji programéw graficznych.

¢ Terminy specyficzne dla tej jednej konstrukeji.

Zrédla terminologii

(kotowy)”

e szybka transformacja Fouriera, struktury motylkowe: Wikipedia, Szybka transformacja Fo-

uriera

« motylek, graf motylkowy, kolejno$¢ z odwréconymi bitami: K. Snopek, wyktad o DFT i FFT,

Politechnika Warszawska

o pierwiastek z jedynki: Wikipedia, Pierwiastek z jedynki

e logarytm iterowany: Wikipedia, Logarytm iterowany

o kontrakcja (odwzorowanie zwezajace): zasada odwzorowan zwezajacych Banacha, np. skrypt

UG o metrycznej teorii punktow statych
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https://pl.wikipedia.org/wiki/Splot_%28analiza_matematyczna%29
https://pl.wikipedia.org/wiki/Szybka_transformacja_Fouriera
https://pl.wikipedia.org/wiki/Szybka_transformacja_Fouriera
https://www.ire.pw.edu.pl/~ksnopek/ASISP/wyk11.pdf
https://pl.wikipedia.org/wiki/Pierwiastek_z_jedynki
https://pl.wikipedia.org/wiki/Logarytm_iterowany
https://mfi.ug.edu.pl/sites/mfi.ug.edu.pl/files/_nodes/news/112650/files/sem-lic-mat-strobin-wybrane-zagadnienia-metrycznej-teorii-punktow-stalych.pdf
https://mfi.ug.edu.pl/sites/mfi.ug.edu.pl/files/_nodes/news/112650/files/sem-lic-mat-strobin-wybrane-zagadnienia-metrycznej-teorii-punktow-stalych.pdf
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o element podstawowy (pivot): P. F. Géra, wyklad z metod numerycznych, Uniwersytet Jagiel-
lonski

e liczby catkowite Gaussa: Wikipedia, Liczby catkowite Gaussa

o przeprobkowanie: polski opis patentowy PL3053163T3 (,,przeprébkowanie sygnatu audio”)

Uwaga o ,transformacie”: polska Wikipedia rozréznia transformacje (przeksztalcenie) i trans-
formate (jego wynik). W tekscie, zgodnie z czestym uzyciem w fizyce i przetwarzaniu sygnalow,
Ltransformata” oznacza czasem takze samo przeksztalcenie.
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